Неделя 6
Операционный метод. Преобразование Лапласа. Оригинал и изображение. Основные свойства и теоремы операционного исчисления

Лекция №6
Цель лекции: изучить сущность операционного метода, понятия оригинала и изображения, преобразование Лапласа, его основные свойства и теоремы; сформировать навыки нахождения изображений элементарных функций.

1. Операционный метод
Операционный метод основан на замене исходной функции действительного переменного ее изображением. После преобразования дифференциальные и интегральные операции переходят в алгебраические действия над изображениями, что упрощает решение многих прикладных задач.

2. Преобразование Лапласа
Пусть функция f(t) задана при t≥0. Ее преобразованием Лапласа называется функция F(p), определяемая интегралом F(p)=L{f(t)}=∫₀^∞ e^(−pt) f(t) dt. Функцию f(t) называют оригиналом, а F(p) — изображением по Лапласу f(t)  ↔  F(p)

3. Условия существования преобразования Лапласа
Достаточными условиями существования преобразования Лапласа являются кусочная непрерывность функции на каждом конечном промежутке и ограниченность ее роста функцией экспоненциального типа |f(t)| ≤ M e^(a t),   t≥t₀

4. Таблица основных изображений
	Оригинал f(t)
	Изображение F(p)

	1
	1/p

	t
	1/p²

	tⁿ
	n!/p^(n+1)

	e^(at)
	1/(p−a)

	sin bt
	b/(p²+b²)

	cos bt
	p/(p²+b²)

	sinh bt
	b/(p²−b²)

	cosh bt
	p/(p²−b²)



5. Основные свойства преобразования Лапласа
1. Линейность: L{αf(t)+βg(t)}=αF(p)+βG(p).
2. Теорема подобия: если f(t)↔F(p), то f(at)↔(1/a)F(p/a), a>0.
3. Теорема смещения: e^(at)f(t)↔F(p−a).
4. Дифференцирование оригинала: L{f′(t)}=pF(p)−f(0).
5. Дифференцирование изображения: L{t f(t)}=−F′(p).
6. Интегрирование оригинала: L{∫₀^t f(τ)dτ}=F(p)/p.

6. Разобранные примеры
Пример 1. Найти L{3+2t}.
По линейности: L{3+2t}=3L{1}+2L{t}.
Ответ: 3/p+2/p².
Пример 2. Найти L{e^(2t)}.
Используем табличную формулу L{e^(at)}=1/(p−a).
Ответ: 1/(p−2).

Пример 3. Найти L{sin 3t}.
L{sin bt}=b/(p²+b²).
Ответ: 3/(p²+9).

Пример 4. Найти L{e^(2t)cos 3t}.
L{cos3t}=p/(p²+9). По теореме смещения заменяем p на p−2.
Ответ: (p−2)/((p−2)²+9).

Пример 5. Найти L{t e^(at)}.
L{e^(at)}=1/(p−a). По свойству L{t f(t)}=−F′(p).
Ответ: 1/(p−a)².
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Контрольные вопросы
1. В чем состоит идея операционного метода?
2. Что называется преобразованием Лапласа?
3. Что называется оригиналом и изображением?
4. Какие достаточные условия обеспечивают существование преобразования Лапласа?
5. Сформулируйте свойство линейности.
6. Сформулируйте теорему смещения.
7. Как преобразуется производная оригинала?
8. Как найти изображение t·f(t)?
9. Как преобразуется интеграл от оригинала?
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